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摘 � 要:利用弧行列式得到有向图有有向 2- 因子的充分必要条件, 同时得到 n 阶有向图为 Hamiltonian图的充分必要

条件.
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文献[ 1]引入弧行列式来研究有向图的有向圈问题, 得到了 2种计算有向圈的行列式方法及有向图为

Hamiltonian图的充要条件.在文献[ 1]中得到一个基本定理:

定理1 � 设 V ( D ) = { v 1 , v 2 , �, v n} ,则有向图D的弧行列式P ( D ) 的非零项与 D中所有有向n圈(有

向Hamiltonian圈) 中的圈一一对应. 此处弧行列式为

P( D ) =

p 11 p 12 � p 1 n

p 21 p 22 � p 2 n

� � �

pn1 p n2 � pnn

= �
�
p 1�( 1) p 2�(2) �p n�( n) .

其中: p ij = ( vi , v j ) , 如果( v i , vj ) 是 D 中的弧; pij = 0,如果( v i , v j ) 不是 D 中的弧;而

p 1�(1) p 2�( 2) �p n�( n ) = ( v 1 , v�( 1) ) ( v 2 , v�( 2) ) �( v n , v�( n) ) ,

�
�
表示对S = { 1, 2, �, n} 的所有 n 级排列 �求和.

文献[ 1] 从定理 1得到下面有向图 D 为Hamiltonian图的一个充要条件:

定理 2 � 有向图 D 为 Hamiltonian图的充分必要条件是其弧行列式 P ( D ) 不为 0.

文献[ 1] 中的计算有向圈的行列式想法是一种创新,并且也是可行的,但这2个重要的结论却有缺陷.

现商榷如下,并作相应的修正.

现设 p 1�( 1) p 2�( 2) �pn�( n) � 0是P ( D ) 展开式任意非零项T�, �是S 的一个置换.显然, 弧集{ v iv�( i) : i =

1, 2, �, n} 导出 D 的一个生成子图D�.将 �分解为不相交循环的积,则 �等于若干对换和轮换的积( �不

一定就是一个长为 n 的轮换) . �中的每一个对换 ( i , �( i ) ) 对应 D 中的一个长为 2 的有向圈 ( v i ,

v�( i) ) ( v�( i) , v i ) ; �中的每一个长至少是 3的轮换对应 D 中的一个长至少是 3的有向圈. 显然,这些圈是点

不相交的,从而生成子图 D�是由D的若干个点不相交的有向圈组成,这种 D 的生成子图称为D的有向 2

- 因子.容易看出, D 的每一个有向 2- 因子对应 P( D ) 的一个非零项.由此可以看到,与 P ( D ) 的非零项
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对应的不完全是 D 的有向Hamiltonian圈,而是 D 的有向 2- 因子.这可以举例说明.

例1 � 设有向图 D = ( V( D ) , E( D ) ) ,其中点集 V = { v 1 , v 2 , v 3 , v 4} , 而弧集

E( D ) = { ( v 1 , v 2 ) , ( v 2 , v 1 ) , ( v 2 , v 3 ) , ( v 3 , v 2 ) , ( v 3 , v 4 ) , ( v 4 , v 3 ) } ,

则 D 的弧行列式为

P( D ) =

0 ( v 1 , v 2 ) 0 0

( v 2 , v 1 ) 0 ( v 2 , v 3 ) 0

0 ( v 3 , v 2 ) 0 ( v 3 , v 4 )

0 0 ( v 4 , v 3 ) 0

= ( v 1 , v 2 ) ( v 2 , v 1 ) ( v 3 , v 4 ) ( v 4 , v 3 ) .

显然, 弧行列式 P ( D ) 不为 0. 然而, P ( D ) 的非零项 ( v 1 , v 2 ) ( v 2 , v 1 ) ( v 3 , v 4 ) ( v 4 , v 3 ) 只是 D 的一个非

Hamiltonian圈的有向 2- 因子.

由上述讨论可将定理 1和定理 2修改如下:

定理 3 � 设 V ( D ) = { v 1 , v 2 , �, v n} ,则有向图 D的弧行列式P( D ) 的非零项与 D 中所有有向2- 因

子一一对应.

定理 4 � 有向图 D 有有向 2 - 因子的充分必要条件是其弧行列式 P( D ) 不为 0.

推论 1 � n 阶的有向图D为 Hamiltonian图的充分必要条件是存在弧行列式 P( D ) 的一个非零项 T �,

使得置换 �恰是一个长为 n的轮换.
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Arc Determinant Condition for Hamiltonian Graphs
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Abstract: The necessary and suff icient condit ion for a digraph exist ing directed 2- factors is put forward by introducing

arc determinant; meanwhile, the necessary and sufficient condit ion for a n-order digraph to be a Hamiltonian graph is

provided as well.
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