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一类非单调自适应- BFGS 信赖域算法
*

景书杰,张小亮
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摘� 要:针对无约束优化问题, 每次迭代充分利用当前迭代点及其一阶导数的信息自动生成一个信赖域半径, 并结合

BFG S 算法的优点, 构造了无约束优化问题的一种非单调自适应- BFG S 算法. 在一定条件下, 给出了算法的全局收敛性以

及具有超线性收敛速度的证明.

关键词:无约束优化; 非单调算法;自适应信赖域算法; BF GS 校正; 全局收敛性

中图分类号: O 244� � � � � � 文献标识码: A

信赖域算法是一类重要的数值计算方法,由于具有较好的可靠性和很强的收敛性,因而在近 30 a来受到最优化研究界

的重视.特别是近几年来, 一直是最优化领域中的一个研究热点.

无约束优化问题

min
x �Rn

f ( x ) , ( 1)

其中 f ( x ) : Rn � R是连续可微函数.信赖域方法是一种迭代的方法, 每次迭代要求计算信赖域子问题

min �k = gT
k d +

1
2
dT Bkd � � s. t. � d � � �k . ( 2)

其中: gk = � f (xk) ; B0 为对称正定矩阵; Bk 是由 BF GS 校正公式产生的对称正定矩阵; �k 是信赖域半径. 文献[ 1] 给出了一

个自动确定初始信赖域半径的 IT RR算法, 文献[ 2 - 3] 给出了一些自适应信赖域半径的选取机制, 具体如下:

(1) �k =
cp � gk �
�k

, 0 < c < 1, �k = min{ � Bk � , 1} ,其中 p 是非负整数.

(2) �k =
cp � gk � 3

gT
k B kg k

, 0 < c < 1, 其中 p 是非负整数.

BF GS校正公式是非常好的一种拟牛顿方法, 利用BFGS公式可以得到对称正定的校正矩阵Bk , 从而保证算法的总体收

敛性. BFGS 校正公式为

Bk+ 1 = Bk +
y ky T

k

sT
k y k

-
Bksks T

k Bk

sT
k Bksk

,

其中 sk = xk+ 1 - xk , y k = gk+ 1 - gk , gk 和 gk+ 1 分别是 f ( x ) 在 xk 和 xk+ 1 处的梯度值.

假设 y*
k = yT

k sk

| yT
k sk |

y k , 得到另一种新的 BFG S 校正公式[8] :

Bk+ 1 = Bk +
y *

k y
* T
k

sT
k y *

k
-

Bksks
T
k Bk

sT
k Bksk

.

笔者将非单调信赖域算法[ 4- 6]、自适应算法[ 1- 3, 6- 11] 以及BFGS 校正方法[11- 16] 相结合应用到无约束非单调优化问题, 构

造了无约束优化问题的一种具有超线性收敛速度的非单调自适应- BFG S 算法.
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1� 非单调自适应- BFGS信赖域算法
通过解决信赖域的子问题可以得到试探步 dk , 同时定义 f l (k ) = f ( x l( k) ) = max

0 � j �m( k)
f ( xk- j ) ,其中 m(0) = 0, 0 � m(k ) �

min{ m(k - 1) + 1, M } , k � 1, M 是非负整数.定义实际下降量为 Ar e dk = f ( xl ( k) ) - f ( xk + dk ) , 预测下降量为 P re dk =

�k ( 0) - �k( dk ) = - gT
k d k -

1
2
dT

k Bkdk .现给出如下算法:

步骤 0� 给定 x0 � Rn ,对称矩阵 B0 � Rn� n, �0 > 0, �> 0, 0 < u < 1, 0 < h < 1, 0 < �< 1
2
, 整数 M � 0, m(0) = 0,

k = 0, i = 0;

步骤 1� 计算 gk , 若 � gk � � �, 则终止;否则转步骤 2;

步骤 2� 取 �k = hi min{
� dk- 1 �
� y k �

� gk � , � gk � } ,解信赖域子问题, 得到试探步 dk ;

步骤 3� 计算 r k =
A r e dk

Pr e dk
和 uk = min{ u, �� k

� gk �
Pr e dk

} ;

步骤 4� 若 r k � uk , 则令 xk+ 1 = xk + dk , m(k + 1) = min{ m(k) + 1, M } ; 否则,令 i = i + 1 转步骤 1;

步骤 5� 利用新的 BF GS 校正公式 Bk+ 1 = Bk +
y*
k y * T

k

sT
k y *

k

-
BksksT

k B k

s T
k Bksk

,产生 Bk+ 1, 令 i = 0, k = k + 1, 转步骤 1.

2� 算法的收敛性分析
假设: ( 1) 对任意的 k, 存在有界闭集 �使得 xk , xk+ 1 � �; (2) f ( x) 二阶连续可微, � f (x) 一致连续, � 2 f (x) 和 Bk 是一

致有界的.

引理 1[ 9] � Ar e dk - P re dk = o( � dk � 2 ) .

引理 2[ 11] � 设 dk 是子问题(2) 的解,则有

Pre dk = �k( 0) - �k (dk( i) ) �
1
2
� gk � min{ �k( i ) ,

� gk �
� Bk �

} .

定理 1� 算法每一步迭代的内循环必在有限步终止,否则成功步数无穷, 产生无穷序列{xk } , 其中定义水平集为 �( x0)

= {x � R : f ( x) � f (x0 ) } .

证明 � 假设结论不成立, 即算法中步骤 1 和步骤 4之间的内循环不有限终止.令 k ( i) 为 xk 处第 i 次内循环,则 rk (i ) �

uk , i = 1, 2, � ,而且 �k( i ) � 0, i � � . 又由引理 1 和引理 2,得

| r k( i) - 1 | = |
A re dk ( i) - P re dk( i)

Pre dk( i )
| =

o( � dk � 2 )
� �k( 0) - �k (dk( i) ) �

� o(�2
k( i) )

1
2
� gk � min{ �k( i) ,

� gk �
� Bk �

}
� 0.

故当 i � � 时, | r k( i ) - 1 | � 0, 即 r k( i ) � 1, 与 r k( i ) � uk < 1矛盾 .所以假设不成立, 原定理成立.

引理 3[ 6] � 若假设条件(2) 成立, 且{ f k} 有下界, 则数列{ f l ( k) } 是单调非增且收敛的.

定理 2� 假设水平集 �(x0 ) 有界且假设条件 (1) , ( 2) 成立, 且存在正常数 �, 使得对所有的 k, � Bk � � �, 则 lim
k � �

inf

� gk � = 0.

证明 � 假设结论不成立, 则存在正常数�1 , 使得对所有的 k, � gk � � �1 ,容易证得 Pr e dk � 1
2
�min{ �k ,�1 / �} > 0,

f l (k ) - f k+ 1 � min{��1 �k , ��1 min{ �k , �1 /�} } . ( 3)

又由水平集 �(x0 ) 有界, 则{ f k} 有下界,从而

lim
k � �

f l (k ) = lim
k� �

f k+ 1 . ( 4)

由(3) 和( 4) 式可得 lim
k� �
� k = 0. 可以证明对所有的 k,

r k =
f l( k) - f k+ 1

Pre dk
� f k - f k+ 1

Pr e dk
,

� f k - f k+ 1

P re dk
- 1 � � o( �2

k (i ) )
1
2
� gk � min{ �k (i ) ,

� gk �
� Bk �

}
. ( 5)

令 k � � ,有 lim
x � �

f k - f k+ 1

P re dk
= 1. 由( 5) 式可得,对充分大的 k,

f l ( k) - f k+ 1

P re dk
� � � �k .因此由算法得,对充分大的 k, �k+ 1 � �k ,

与lim
x� �
�k = 0 矛盾.则假设错误, 原定理成立.

定理 3� 假设 算法产生 的点 列 { xk } 收敛到 x* , � 2 f ( x) 在 x* 附近 连续, 且 � 2 f ( x* ) 正 定, 当 lim
k� � �

� ( � 2 f (x* ) - Bk ) dk �
� dk �

= 0时, {xk} 超线性收敛于 x* .
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证明 � 由假设条件可得

� gk+ 1 �
� dk �

� � ( � 2 f ( x* ) - Bk) dk �
� dk �

+
� gk+ 1 - gk - � 2 f (x* ) dk �

� dk �
�

� ( � 2 f ( x* ) - Bk) dk �
� dk �

+
�
2
( � xk - x* � + � xk+ 1 - x* � ) .

其中 �为常数.

由 lim
k� �

xk = x* , 则有 lim
k� �

� gk+ 1 �
� dk �

= 0.又由lim
k � �
� dk � = 0,则有 g( x* ) = lim

k� �
g( xk ) = 0. 再由 � 2 f (x* ) 非奇异, 则存在

� > 0, k0 � 0,使得对 � k > k0 ,有 � g( xk+ 1) � = � g( xk+ 1 ) - g( x* ) � � �� xk+ 1 - x* � . 因此
� gk+ 1 �
� dk �

=
� g(xk+ 1 ) �
� xk+ 1 - xk �

� �� xk+ 1 - x* �
� xk+ 1 - x* � + � xk - x* � , 则有lim

k� �

� xk+ 1 - x* �
� xk - x* � = 0,即{ xk } 超线性收敛于 x* .
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A Nonmonotone Adaptive-BFGS Trust-Region Method

JING Shu-jie, ZH ANG Xiao- liang

( M athematics and Informat ion Science, H e�nan Po ly technic U niver sity, Jiaozuo 454003, H e�nan China)

Abstract: A no nm onotone adapt iv e-BFGS tr ust- region m ethod fo r unconst rained optim izat ion is pr esen-

ted. Not only the t rust- reg ion r adius in this method is automat ically determined by using first order info r-

m at ion, but co mbining w ith the advantage of the BFGS algorithm. U nder certain condit ions, the glo bal

and super linear conv erg ences o f the alg orithm are proved.

Key words: unco nstr ained optim izat ion; no nm ono to ne algo rithm; adapt iv e t rust alg orithm ; BFGS update;

global convergence
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