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一类非齐次微分方程解的增长性
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� � 摘 � 要: 研究非齐次线性微分方程 f k - eQ( z ) f = 1( k � 1) 解的增长性,其中 Q( z ) 是非常数多项式,得出上面方程的

每个解有无穷级且超级为不超过 deg Q 的正整数,改进了已有的结果.
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1 � 问题的提出
本文使用值分布理论的标准记号[ 1~ 3]

. 另外将使用记号 �(f ) 表示亚纯函数 f ( z ) 的增长级, 用记号

�2( f ) 表示 f 的超级.考虑微分方程

f
( k )

- eQ( z)f = 1� � k � 1 (1. 1)

的增长级问题, 其中 Q( z ) 是非常数多项式.杨连中在文[ 4] 中证明了微分方程(1. 1) 在 Q( z ) 是非常数多

项式、k 为正整数时的任意解f ( z ) 必为无穷级整函数.
[ 4]
对于大量的无穷级整函数解,一个很自然的问题

是:如何更精确地估计无穷级解的增长率?这是一个很重要的问题.这里,笔者引入超级定义[ 5] 为

�2( f ) = lim
���

r � �

log log T ( r , f )
log r

, (1. 2)

从而可以得到结论定理 1.

� � 定理 1� 设 Q( z ) 是非常数多项式且 deg Q = m, k 为正整数, 则微分方程(1. 1) 的任意解 f ( z ) 的超

级必为不大于 m 的正整数.

2 � 主要引理
� � 引理 1[ 6] � 假设 g ( z ) 是无穷级整函数且超级 �2( g ) = �, vg ( r ) 是 g 的中心指标,那么

lim
���

r � �

log log vg ( r )

log r
= �. (2. 1)

� � 引理 2� 假设 f ( z ) 是整函数且 �(f ) = � 和 �2( f ) = �< + � ,又假设集合 E � [ 1, � ] 有有限对

数测度,那么存在点列{ Zn = rne
i�
n } 满 | f ( Zn) | = M( rn, f ) , �n � [ 0, 2�) , lim

���

n � �
�n = �0 � [ 0, 2�) , r n � E ,

r � � 和对任给 �> 0及对充分大的 rn ,存在

lim
���

n � �

log log vf ( rn )

log rn
= � , (2. 2)
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l im
���

n � �

log log vf ( rn )

log rn
= �, (2. 3)

其中 vf ( r ) 是 f ( z ) 的中心指标.

证明使用文[ 7] 中注 1的证明方法易得.

� � 引理 3[ 7] � 假设 P( z ) = ( �+ i�) z n+ � ( �, �是实数, | � | + | � | � 0) 是多项式且次数 n � 1, A ( z )

是不恒为 0的整函数且 �( A) < n,令 g( z ) = A ( z ) ep ( z) , z = r ei� , �( p , �) = �cos n�- �sin n�,那么对于

任给的 �,存在集合 E � (1, + � ) 具有有穷对数测度,满足对任意 � � [ 0, 2�) \ H1(H 1 = { � � [ 0, 2�) ;

�( P, �) = 0} ) , | z | = r � [ 0, 1] � E, 有

( � ) � 如果 �( P , �) > 0,那么

exp{ (1 - �) �( P, �) rn} < | g( r ei�) | < exp{ (1 + �) } �( P , �) rn} ; (2. 4)

( � ) � 如果 �( P , �) < 0,那么

exp{1 + �) �( P, �) r
n
} < | g( r e

i�
) | < exp{ (1 - �) �( P, �) r

n
} . (2. 5)

3 � 定理的证明
根据文献[ 4] ,方程(1. 1) 的所有解 f ( z ) 都是无穷级整函数,设 �2( f ) = �(0 � � �+ � ) . 由(1. 1) 式

有

f
( k )

f
- eQ( Z) = 1

f
. (3. 1)

由Wiman - Valiron理论[ 8~ 10]
,有

f
( k )

( z )
f ( z )

=
vf ( r )

z

k

(1 + o (1) ) , (3. 2)

其中 | f ( z ) | = M( r , f ) , | z | = r � [ 0, 1] � E1, E 1 � (1, � ) 有有限对数测度, vf ( r ) 是 f 的中心指标.

由引理 2,存在点列{ Zn = rne
i�
n } 满足 | f ( z n) | = M( rn, f ) , �n � [ 0, 2�) , l im

n� �
�n = �0 � [ 0, 2�) , rn � [ 0,

1] � E1 � E2, ( E2 如引理 3中 E 的意义) , rn � � 和对任给 �> 0及对充分大的 r n,存在

l im
n� �

log vf ( r n)

log rn
= � , (3. 3)

l im
n� �

log log vf ( rn )

log rn
= �. (3. 4)

设 Q( z ) = �
m

j= 0
( �j + �j ) Z

j
, �j , �j ( j = 1, � , m) 均为实数,令

�j (Q, �) = �j cos j�- �j sin j�� � j = 1, � , m,

对于 �0,若 �
j
( Q, �0) = 0( j = 1, � , m ) ,则 Re(Q( rn e

i�
0) ) = �0.注意到直线 arg z = �0是{ rne

i�
n } 的渐近

线,因而存在 M > 0,满足当 n > M 时,有

�0- 1 < Re( Q( rne
i�
n ) ) < �0 + 1. (3. 5)

又因为 f 是无穷级整函数, 易知 M ( r , f ) � � ( r � � ) .由此,将(3. 2) 和(3. 5) 代入(3. 1) ,故可知当 n 充

分大时,

vf ( rn)

rn

k

(1 + o (1) ) � 2e�0+ 1
, (3. 6)

这与(3. 3) 式矛盾.由此可知必然存在 j 0(1 � j 0 � m) ,使得 �
j
0 ( Q, �0) � 0.可以找到 j 0使得满足 j > j 0的

j 有 �( Q, �0) = 0.那么存在两种情形:

� � ( � ) �j 0( Q, �0) < 0. 由于 lim
n � �
�n = �0, 可知当 n 充分大时, �j 0( Q, �n) <

1
2
�j0 ( Q, �0) < 0 且

Re( �
m

j= j
0
+ 1

( �j + i�j ) Z
j
n ) < 1. 将(3. 2) 式代入(3. 1) 式,又由引理 3可知对任意给定的 �,当 n 充分大时,
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vf ( rn)

r n

k

(1 + o (1) ) � exp{ (1- �) 1
2
�j 0( Q, �0) r

j
0n + 1} .

由于 �j 0( Q, �0) < 0,从上式得到当 n 充分大时,

vf ( rn) = o( 1) rn . (3. 7)

这与(3. 3) 式矛盾.

� � ( � ) �j 0( Q, �0) > 0. 由于 lim
n� �
�n = �0, 可知当 n 充分大时,

1
2
�
j
0( Q, �0) < �

j
0( Q, �n) <

3
2
�
j
0( Q, �n)

且Re( �
m

j= j
0
+ 1
( �j + i�j ) z

j
n) < 1将(3. 2) 式代入(3. 1) 式,利用引理2和引理3,可知对任给的 �,当 n充分大时,

r nexp{
1
2k
�j0 (Q, �0) ( 1- �) r

j
0n} � vf ( rn) � rnexp{

3
2k
�j 0( Q, �0) (1+ �) r

j
0n} . (3. 8)

注意到(3. 4) 式,由(3. 8) 式可知

�= lim
n� �

log log vf ( rn )

log rn
= j 0. (3. 9)

定理证毕.
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The Growth of Solutions of Some Non- Homogeneous

Linear Differential Equations

WANG Jun

( Department of Math. , Shandong University, Jinan 250100, Shandong China)

Abstract: Studying the growth of solutions of where is a non- constant polynomial, the following result is obtained: any

solution of the above equation is of infinite order, and its hyper order is posit ive integer no greater than deg Q ; thus im-

proves some result given by Yang L Z.
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